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เฉลย homework #9 

Problem 9.7 

อา้งถงึ wave equation ใน 3 มติิ ส  าหรบั EM wave ที่มีอตัราเรว็เป็น c 

𝜕2𝑬

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑬

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑬

𝜕𝑧2
=

1

𝑐2

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
 

ถา้  𝑬 = 𝐸(𝑦, 𝑧)𝐧 cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥𝑥)  เป็น solution ของ wave equation ขา้งตน้   เมื่อแทน  𝑬   ใน wave equation 

จะได ้

𝜕2𝐸(𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝐸(𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧2
= −𝑘2𝐸(𝑦, 𝑧) 

โดยที่ 𝑘2 = 𝜔2 𝑐2⁄ − 𝑘𝑥
2     และ เนื่องจาก 𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2 + 𝑘𝑧

2 = 𝜔2 𝑐2⁄    ดงันัน้ในท่ีนี ้  𝑘𝑦
2 + 𝑘𝑧

2 =  𝑘2  ซึง่เราจะใช้

ขอ้มลูนีใ้นการแกปั้ญหา problem 9.8 

 

Problem 9.8 

อา้งถงึ solution ของ wave function ใน problem 9.7   :  𝑬 = 𝐸(𝑦, 𝑧)𝐧 cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥𝑥)  เราสามารถหาสมการ

ส าหรบั 𝐸(𝑦, 𝑧)  ไดจ้ากการหา solution จาก   

 
𝜕2𝐸(𝑦,𝑧)

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝐸(𝑦,𝑧)

𝜕𝑧2 = −𝑘2𝐸(𝑦, 𝑧)  (1) 

เราจะใชว้ิธีการ separation of variable    ในการหา explicit form ของ  𝐸(𝑦, 𝑧) 

ก าหนด   𝐸(𝑦, 𝑧)  = 𝑌(𝑦)𝑍(𝑧)   และแทนลงไปใน (1)  ได ้

    𝑍
𝜕2𝑌

𝜕𝑦2 + 𝑌
𝜕2𝑍

𝜕𝑧2 = −𝑘2𝑌𝑍 

เมื่อ หารดว้ย YZ ตลอด เราได ้

1

𝑌

𝜕2𝑌

𝜕𝑦2
+

1

𝑍

𝜕2𝑍

𝜕𝑧2
= −𝑘2 

เนื่องจาก  𝑘𝑦
2 + 𝑘𝑧

2 =  𝑘2    ดงันัน้    

1

𝑌

𝜕2𝑌

𝜕𝑦2 = −𝑘𝑦
2  (2) 

และ                 1
𝑍

𝜕2𝑍

𝜕𝑧2 = −𝑘𝑧
2  (3) 
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Solution ส าหรบัสมการท่ี (2) และ (3) ในรูปทั่วไปเขียนไดเ้ป็น 

  𝑌 = 𝐴 sin 𝑘𝑦𝑦 + 𝐵 cos 𝑘𝑦𝑦  (4) 

และ  𝑍 = 𝐶 sin 𝑘𝑧𝑧 + 𝐷 cos 𝑘𝑧𝑧  (5) 

 complete solution ส าหรบั wave ท่ีเคล่ือนท่ีไปทางแกน x  เขียนไดเ้ป็น 

𝐸𝑥 = 𝑌𝑍 cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥𝑥)  (6) 

แทน (4) และ (5) ใน (6); 

𝐸𝑥 = (𝐴 sin 𝑘𝑦𝑦 + 𝐵 cos 𝑘𝑦𝑦)(𝐶 sin 𝑘𝑧𝑧 + 𝐷 cos 𝑘𝑧𝑧) cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥𝑥) (7) 

โดยอาศยั boundary condition เราสามารถเขียน wave function ส าหรบักรณีที่เกิดการ propagate ใน rectangular 

hollow waveguide ไดด้งันี ้

ที่ y = 0 , Ex = 0 at all times: 0 = (𝐵)(𝐶 sin 𝑘𝑧𝑧 + 𝐷 cos 𝑘𝑧𝑧) cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥𝑥)  ดงันัน้ B = 0; 

ในท านองเดยีวกนั  

ที่ z = 0, Ex = 0 at all times: 0 = (𝐴 sin 𝑘𝑦𝑦)(𝐷) cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥𝑥)  ดงันัน้ D = 0; 

𝐸𝑥 = (𝐴 sin 𝑘𝑦𝑦)(𝐶 sin 𝑘𝑧𝑧) cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥𝑥) (8) 

 

ที่ y = a และ z = b, Ex = 0 at all times   ดงันัน้  𝑘𝑦𝑎 = 𝑚𝜋 → 𝑘𝑦 =
𝑚𝜋

𝑎
  (9) 

 และ    𝑘𝑧𝑏 = 𝑛𝜋 → 𝑘𝑧 =
𝑛𝜋

𝑏
   (10) 

แทน (9) และ (10)  ลงใน (8)  จะได ้ solution เป็น 

  𝐸𝑥 = (𝐴 sin
𝑚𝜋

𝑎
𝑦)(𝐶 sin

𝑛𝜋

𝑏
𝑧) cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥𝑥)   (11) 

 

โดยที่     𝑘2 = 𝑘𝑦
2 + 𝑘𝑧

2 = (
𝑚𝜋

𝑎
)

2
+ (

𝑛𝜋

𝑏
)

2
= 𝜋2 (

𝑚2

𝑎2 +
𝑛2

𝑏2)   เมื่อ m,n คือ 1,2,3,… 

 

Problem 9.9 

เนื่องจาก   𝑘2 = 𝜔2 𝑐2⁄ − 𝑘𝑥
2  หรอื 𝑘𝑥

2 = 𝜔2 𝑐2⁄ − 𝑘2   ซึง่ 𝑘𝑥
2  จะเป็นคา่ real ก็ตอ่เมื่อ 𝜔2 𝑐2⁄  𝑘2  หรอื  

   𝜔2 𝑐2⁄   𝜋2 (
𝑚2

𝑎2 +
𝑛2

𝑏2)     
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โดยมีคา่ต ่าสดุของ ω  อยทูี่ m = n = 1 หรอื   𝜔2 𝑐2⁄ =  𝜋2 (
1

𝑎2 +
1

𝑏2)   # 


